Correction du devoir maison n°7

Méthode de Newton

Soit a et\b deux réels tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction de classe € sur [a, b].
On supposg en outre que :
o f(a)X0et f(b) <0; e /' est strictement négative sur [a, b].

Partie I. Principe de la méthode de Newton.

1. On sait que f &st continue sur [a, b] et 0 €]f(b), f(a)[. Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermé-
diaires, il existe {au moins) une solution a ’équation f(z) = 0 dans |a, b[. De plus, f’ est strictement
négative donc f est strictement monotone donc I'équation f(z) = 0 posseéde une unique solution
dans Ja, b| que I'on nate .

2. L’équation de la tangeute a €y au point d’abscisse (zo, f(x0)) est y = f'(zo)(z — zo) + f(z0).
Ainsi, I'abscisse x; du point d’intersection de 1'axe abscisse et de cette tangente vérifie I’équation :

0 = f'(x0) (a1 — o) + f(z0). flao)

(o)
3. Exemple. f:z+ 3 — 2 Ainsh_f est bien ¢ sur [1,3], f(1) =2 >0, f(3) = —6 < 0 et pour tout
€[1,3], fi(x) =—2x <0.

)

o 1 = xg — car f'(zo) est non nul.

Partie II. Etude de la fonction g.

1. f et f' sont de classe €' sur [a,b] car f est de classe € sur [a,b]. Ainsi, g est de classe € sur [a, b]
en tant que différence et quotient de fonctions qui le sont, dont le dénominateur ne ¥annule pas. De

R ) ey A GOV M CON €OV €
plus, pour tout = € [a,b], ¢'(z) =1 — )2 = T rae
_ 1) ff"la) _
f'(@) f'(@)? '
2. (a) |f'| et |f"| sont continue sur le segment [a,b] en tant que composée de fonctions continues (f
est de classe €2 sur [a, ] et la valeur absolue est continue sur R). Ainsi, elles sont bornées\et

atteignent leur bornes.

On obtient ainsi, g(a) = « =aet ¢(a)=
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Ainsi, il existe (¢,d) € [a,b]* tel que pour tout = € [a,b], |f'(c)| < |f/(x)] et |f"(z)] < |f"(d)].
Comme, f’ est strictement négative sur [a,b], on a |f'(¢)| > 0. Posons m = |f’(c)|, on a bien
m € R% et pour tout = € [a,b], | f'(x)] > m.

Posons M =1+ |f"(d)|, on a M € R* et pour tout = € [a,b], | f"(x)| < M.

(b) On sait que f est de classe € sur [a,b]. Ainsi, f’ est continue sur le segment [a,b] donc est
bornée et atteint ses bornes. Ainsi, il existe § € [a, b] tel que pour tout ¢ € [a, b], |f'(t)| < |f(B)].
Posons L = |f'(8)]. On a L € R’ et pour tout ¢t € [a,b], |f'(t)] < L. D’apres I'inégalité des
accroissements finis, on en déduit que f est L-lipschitzienne sur [a, b]. Ainsi, pour tout ¢ € [a, b],
|f(t) — f(a)] < LIt — | (a € [a,b]). Or, f(a) = 0. Ainsi, pour tout t € [a,b], | f(t)| < L|t — af.

(¢) Soit = € [a,b]. On sait que pour tout ¢ € [a,b], ¢'(t) = W
Ainsi, pour tout ¢ € [a,b], | ‘f f” | < |f(’?/\(\£’|'2(t)\
Or, on sait que pour tout ¢ € [a, b], |f()|§L|t— l, |f’(1)|2 < et |f"(t)| < M.

o ML
Ainsi, pour tout ¢ € [a,b], |¢'(t)| < Wﬁ —al.

- . , ML
Plus particulierement, pour tout ¢ compris entre x et a, |¢'(t)| < — |z — af.
m

D’apres I'inégalité des accroissements finis appliquée a g entre x et «, on obtient :

ML
Or, g(a) = a donc l'inégalité se réécrit : |g(x) — o] < W’:C —al?

ML
(d) Pour K = —- € R*, pour tout z € [a,b], |g(z) — a| < K|z — af*.
m

3. Pour z € [1,3], f(x) = 0 <= 2 = /3. Ainsi, ici a = /3.
De plus, pour tout = € [1,3], |f'(x)| = 2z et |f"(z)| = 2.
- . ML 2x6
Ainsi, m = 2, L =6 et M = 2 conviennent. On peut donc poser K = —- = = 3.

m? 22
Pour tout € [1,3], [g(x) — V3| < 3|z — /3|2

Partie III. Etude de la suite (z,).

1. On suppose que la suite (x,,) est bien définie.
1 2
(a) Montrons que par récurrence que pour tout n € N, |z, — a| < 174 <K|x0 — a|> :
]_ 20 1
Ona — (Klxg—a|)” =—=
= (Kley — o = 1 "
Soit n € N. Supposons que |z, — a| < K(K!xo - a\) :

1 2
72 (Klao o)

(Kl|xg — a|) = |zg — al. Ainsi, la propriété est vraie pour n = 0.

Ainsi,
2

1 2" x2

1
< K<K'x0‘0")

|xn+1 - Ot| = |g(‘rn) - Oé| < K|xn - a|2 < K
HR

2n+1

Ainsi, la propriété est vraie au rang n + 1.

1 2"
On a donc bien prouvé par récurrence que pour tout n € N, |z,, — a| < 7 (K |zg — a|) .
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(b) Si xg vérifie K|zg — a| < 1ie. |zg—a| < &+ alors Jlim <K|x0 _ a|)2 —0.

La suite (z,,) converge donc vers « d’apres la question précédente.
2. Exemple.

(a) Onag:xr—>%+%d’oﬁg’:xr—>%—%i.e.g’:m»—)ix—f.
D’oti g est décroissante sur [1,+/3] et croissante sur [v/3, 3].
De plus, 9(1) =2, g(\/g) = \/g et g(3> =2, d’ou g([l,g]) = [\/ga 2] - [173]'
L’intervalle [1, 3] est stable par g et contient xg, la suite (x,) est donc bien définie et pour tout
neN, z, €[1,3].

(b) On remarque que 1.7% = 2.89 et 22 = 4. Ainsi, 1.7° < 3 < 4. Comme la racine carrée est
strictement croissante sur R*, on obtient : 1.7 < v/3 < 2. On obtient alors, que pour tout
neN:

1 2 A | .
]xn—\/§\§3<3><]2—\/§|) §3<3><0.3> =§(0.9)2

(¢) lim (0.9)*" =0 d’ou (z,,) converge vers v/3.

n—-+00

(d) Afin d’obtenir une approximation de v/3 & 107'% pres, il suffit de calculer 2y, avec Ny € N tel
1
que 5(0.9)2]\’1 < 10719 Or,

1
5(0.9)2]“ <107 = (0.9 <3x 10710 — 2V n(0.9) < In(3 x 107')

v - In(3 x 107100)
= 22 In(0.9)
In(3 x 10-100)
In(0.9) )
In(3 x 10-100)
" ( In(0.9) )
In(2)

< N In(2)>n (

— N>

| (In(3 x 1071%)
1 < In(0.9) )

In(2)

On pose Ny = + 1.
En effectuant N; = 12 itérations, on aura bien une approximation de v/3 & 10719 pres.

(e) Sil'on effectue la méthode de dichotomie sur le segment [1,3], on crée deux suites (a,)nen €t

(bn)nen qui converge vers v/3. De plus, on a pour tout n € N, |a, — /3| < TR =T Afin
de calculer une valeur approchée de v/3 & 1071% pres, il suffit de calculer ay, avec Ny € N tel
que g < 107199 Or,
oot <107 = —(N2 = 1)In(2) < ~100In(10)
1001n(10)
< (Ny—1)> ———~
N2 =1 = =)
1001n(10)
— Ny > —+ 2
= In(2)
1001n(10
On pose Ny = ﬁ—kl + 1.
In(2)

En effectuant N, = 334 itérations, on aura bien une approximation de v/3 & 1071 pres.
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